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Abstract: When the elastic properties of a composite material is perform, often is used ”the law of 
mixtures”. This law is easy to apply because had a very simple for, but this law consider an approximate of 
the field of the strains and stresses that is not conform to the reality. For some composite materials and for a 
part of the elastic constant this relation can be a very good approximation. For other elastic constants the 
law of mixture can offer results far from the reality. In the paper the authors make an analysis of some 
proposed calculus relations for the elastic constants and if the law of mixture can offer good results for the 
analyzed engineering constants.  
 
Key words: composite material, elastic properties, law of mixtures 
 

1. Introducere 
 

Se va considera un material compozit alcătuit din 
două faze: o fază cu elasticitate mare numit matrice 
şi o fază cu rezistenţă mare, cu rol de ranforsare, 
numit fibră, care este dispus în fibre cilindrice de 
lungime foarte mare, orientate de-a lungul axei Ox1.
În cele ce urmează vor fi prezentate formulele de 
calcul pentru constantele elastice ale unui astfel de 
compozit obţinute de Hill. Există şi alte formulări 
pentru aceste mărimi dar pentru scopul propus 
analizarea numai a unui tip de formule este 
suficientă. Ne propunem să determinăm
proprietăţile unui astfel de material în funcţie de 
proprietăţile celor două faze constituente şi de
concentraţiile procentuale ale acestora. Se face 
ipoteza că ne aflăm în condiţiile elasticităţii lineare.  

Din tot materialul se va considera un element 
mic de volum dar suficient de mare astfel încât să
poată fi considerat omogen. Relaţiile dintre tensiuni 

şi deformaţii pentru acest material omogen se pot 
pune sub forma: 
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unde bara de deasupra unei mărimi indică media 
mărimii respective, luate pe întregul element de 
volum reprezentativ. 

Adunând relaţia a doua cu a treia, se obţine 
 

))((2 3322232211123322 εεεσσ +++=+ CCC .(2) 
 

Dacă se scad aceste relaţii, se obţine 
 

))(( 332223223322 εεσσ +−=− CC  (3) 
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Cu notaţiile:  
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relaţiile (2), (3) astfel obţinute împreună cu prima şi
a patra relaţie din formulele constitutive (1), pot fi 
grupate în sistemul: 
 

1133223322 )()(
2
1 εεεσσ lk ++=+ ,

11332211 )( εεεσ nl ++= , (4)        
)(2)( 33223322 εεσσ −=− m ,

2323 2 γτ m= .

Pentru matrice şi pentru fibră se pot scrie relaţii 
analoge. În relaţiile scrise, k este modulul de volum 
pentru dilatarea în planul transversal, fără alungire 
după direcţia axei Ox1, m este modulul transversal 
de elasticitate în orice direcţie perpendiculară pe axa 
fibrei, n este modulul de elasticitate longitudinal în 
cazul alungirii pe direcţia fibrei cu deplasările 
împiedicate în planul perpendicular, iar l este 
modulul încrucişat de elasticitate, pentru deplasarea 
împiedicată după direcţia fibrei. În cazul 
materialelor izotrope există relaţiile: 
 

mknmkl +=−= ; . (5)
 

Din punct de vedere al calculului analitic este 
convenabil a se lua aceste patru mărimi  k, m, l, n ca 
un set de valori independente, care definesc 
proprietăţile materialului compozit, considerat 
transversal izotrop. În continuare vom prezenta alte  
constante mecanice inginereşti care pot fi 
determinate prin calcul. Astfel, modulul lui Young 
şi coeficientul lui Poisson la o încărcare 
longitudinală pot fi calculate cu relaţiile: 
 

k
l

k
lnE

2
;

2

=−= ν . (6) 

 
Procentul de fibră din volumul total al 

compozitului se va nota cu fv̂ , iar procentul de 

matrice cu mv̂ . Există următoarele relaţii 
elementare: 
 

1ˆˆ;ˆˆ 21 =++= vvgvgvg mmff , (7) 
 
pentru orice funcţie g(y,z). 

În cele ce urmează se vor stabili câteva relaţii 
generale care leagă constantele elastice ale 
compozitului de constantele elastice ale celor două
faze. 
 

2. Relaţii între constantele elastice 
 

Prin calcule relativ simple aplicate formulelor 
scrise se pot obţine următoarele relaţii între 
constantele elastice: 
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O formă echivalentă dar mai simetrică şi

sugestivă este: 
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în termeni de deviaţii de la ceea ce se numeşte legea 
amestecurilor. Aceste relaţii pot fi puse şi sub forma 
echivalentă:
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sau, în formă echivalentă, în termeni de deviatori de 
la legea amestecurilor: 
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Prin obţinerea acestor relaţii s-au eliminat 

parametrii l şi n într-un mod simplu. 
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Dacă se aplică principiul energiei potenţiale 

minime, se obţin cu uşurinţă marginile clasice ale 
modulului de volum, datorate lui Voigt şi Reuss: 
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devin mici cantităţi de ordinul al doilea când cele 
două faze au valori apropiate. Rezultă că
aproximarea cu legea amestecurilor în cazul unor 
materiale care au proprietăţi apropiate dau rezultate 
deosebit de bune. Nu acelaşi lucru se întâmplă dacă
cele două materiale au proprietăţi care diferă ca 
ordin de mărime. 
 Se poate arăta că

mmff EvEvE ˆˆ +≥ , (13) 
 
cu egalitate dacă: mf νν ˆˆ = . De asemenea, 
 

mmff vv ννν ˆˆ +≥ ,

dacă 0))(( ≥−− mfmf kkνν şi

mmff vv ννν ˆˆ +≤ ,

dacă 0))(( ≤−− mfmf kkνν
Faptul că modulul lui Young pentru un 

compozit cu fibre nu este mai mic de cel determinat 
cu legea amestecurilor poate fi arătat şi pe o altă
cale. Astfel trebuie să observăm că pentru o 
întindere uniaxială după direcţia Ox1 dată, fie 
aceasta ε, energia unei unităţi reprezentative de 
volum RVE care este 
 

2*

2
1 εEW = , (14) 

 
depăşeşte energia fibrei şi a matricei având aceeaşi
alungire specifică dar libere de orice legătură între 
ele şi care este 

( ) 2ˆˆ
2
1 εmmff

t EvEvW += . (15) 

 
Diferenţa este energia câmpului intern plan de 

deformaţii care va fi produs de dislocaţiile de 
interfaţă necesare de a compensa diferenţa între 
coeficienţii lui Poisson diferiţi ai fibrei şi ai 
matricei.  În limbajul spaţiului funcţiilor, starea de 
dislocaţii este ortogonală la cea din materialul 
considerat omogen. Relaţia exactă care arată acest 
lucru este 
 

0)(2ˆˆ 2 ≥−=−− UEvEvE mfmmff νν , (16) 
 
unde U este energia specifică totală a câmpului plan 
de dislocaţii datorat unei schimbări unitare în 
câmpul de deformaţii ale oricărei faze în cazul unei 
încărcări axiale şi fără a fi împiedicate deformaţiile 
laterale. În mod analog pot fi demonstrate şi
relaţiile:   
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0)(2ˆˆ 2 ≤−−=−− Vllnvnvn mfmmff , (18) 

 
0)(2ˆˆ 2

21 ≤−−=−− Vkkkvkvk mmff . (19) 
 

3. Calculul constantelor elastice pentru un 
cilindru compozit 

 
În cele ce urmează vor fi prezentate rezultatele 

calculului pentru un cilindru compozit alcătuit dintr-
o fibră cilindrică circulară înconjurată de o matrice 
cilindrică de formă de asemenea cilindrică circulară.
Cu un efort de calcul substanţial, se pot obţine 
valorile pentru modulul de volum k, modulul l ,
modulul n, modulul longitudinal de elasticitate E şi
coeficientul lui Poisson sub forma: 
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sau într-o formă care pune în evidenţă procentul de 
fibră şi matrice 
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Am reprezentat grafic modulul de volum, 

coeficientul lui Poisson şi modulul longitudinal de 
elasticitate determinate cu formulele obţinute. 
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Fig.1.    Variaţia modulului de volum K în funcţie 
de concentraţia fibrei 
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Modulul longitudinal de elasticitate E
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Fig. 3.  Variaţia modulului lui Young E  în funcţie 
de concentraţia  fibrei 

 
Dacă se analizează fig.1-3 se constată că

formulele propuse pentru coeficientul lui Poisson şi
pentru modulul de elasticitate longitudinal verfică
foarte bine legea amestecurilor. 

 
4. Marginile constantelor elastice 

 
Pe baza relaţiilor scrise anterior se pot stabili 

următoarele margini pentru constantele elastice, în 
cazul unui compozit ranforsat cu fibre cilindrice, 
relaţii care depind numai de concentraţia fibrei 
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cu variantele: 
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De asemenea se pot stabili limite pentru 

modulul de elasticitate longitudinal şi pentru 
coeficientul lui Poisson: 
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de unde 
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unde s-a considerat că mf mm ≥ .

În cele ce urmează se prezintă graficele pentru 
modulul de volum, modulul de elasticitate 
longitudinal şi coeficientul lui Poisson pentru trei 
cazuri reprezetative.  

În primul caz (studiul de caz nr.1) se va 
considera un compozit alcătuit dintr-o matrice cu 
modulul longitudinal de elasticitate egal cu 0,4 MPa 
şi coeficientul lui Poisson egal cu 0,35 iar fibra are 
modulul longitudinal de elasticitate egal cu 10,5 
MPa şi coeficientul lui Poisson egal cu 0,22. În 
acest caz se reprezintă grafic marginile modulului 
de volum considerând mai întâi pe ordonată raportul 
dintre raza fibrei şi raza cilindrului compozit şi a
doua oară volumul procentual de fibră raportat la 
volumul total al materialului. 

În al doilea caz (studiul de caz nr.2) am 
considerat compozitul alcătuit din răşină epoxi cu 
modulul de elasticitate longitudinal egal cu 2,7 MPa 
şi coeficientul lui Poisson egal cu 0,35 iar fibra are 
modulul de elasticitate longitudinal egal cu 72,4 şi
coeficientul lui Poisson egal cu 0,22. 

În al treilea caz (studiul de caz nr.3) s-au luat 
aceleaşi valori pentru fibră ca la exemplul precedent 
iar matricea s-a considerat având un modul de 
elasticitate longitudinal de zece ori mai mic şi
acelaşi coeficient al lui Poisson.  
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Coeficientul lui Poisson
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Fig. 8. Marginile coeficientului lui Poisson în 
studiul de caz nr.2 

 
Se face constatarea că, deşi în cele trei studii de 

caz diferenţele între proprietăţile matricei şi fibrei 
sunt foarte diferite, alura coeficientului lui Poisson 
rămâne practic aceeaşi. 
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6. Concluzii 

 
Se constată că formulele de evaluare a modulului 

de elasticitate longitudinal sunt foarte bune şi
ascultă, practic, de legea amestecurilor. Formulele 
de determinare a marginilor coeficientului lui 
Poisson sunt mai slabe dar ascultă, aproximativ, şi
ele de legea amestecurilor. Formulele de 
determinare a modulului de volum ascultă de legea 
amestecurilor scrisă sub formă de medie armonică
(formulă utilizată în general pentru descrierea 
proprietăţile în planul transversal, perpendicular pe 
fibră). 
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